Beschreibung des Ladevorgangs bei einer Induktivitat

Schaltung: An eine Serienschaltung eines Widerstandes R und einer Induktivitét L wird
zum Zeitpunkt t=0 die Spannung U, gelegt (vgl. Heft).

Beachte:

R ist die Summe aus einem Widerstand R;, der zur Spule tatsachlich in Serie
geschaltet wird, und aus dem Widerstand Rspye der Spule selbst; nur bei ei-
ner ,idealen* Spule (z. B. aus Supraleitern aufgebaut) ist Rgpue = O.

Der Gesamtstrom I(t) in diesem Stromkreis setzt sich additiv zusammen aus dem Strom
Iy, der sich ausbildet, nachdem sich nach einer langeren Zeitspanne das Magnetfeld in
der Spule aufgebaut hat und sich nicht mehr andert, und aus dem nach der Lenzschen
Regel entgegengesetzt zu I, flieRenden Induktionsstrom ljg:

1(t) = lo+ lina(t)

Da nach dem Einschalten I;,4(t) entgegengesetzt zu I, fliel3t, ist I;,4(t) negativ, falls wir
die Richtung von Iy als positiv definieren; man muf} also Ioum |ling(t)] vermindern, um
den resultierenden Gesamtstrom I(t) zu erhalten.
Spezialfalle:

- t=0: ling(0) = -lg, somitist I(0) =0

- nach ,langer” Zeit t: lj,g(t) = 0, genauer: lim I(t) = Iy firt - «
Iy ist nach dem Ohmschen Gesetz durch Uy und R gegeben: Ug = R-lg
Vereinbarungen:
Ur = Spannung Uber R
U, = Ujng = Spannung uber L
Uy = Spannung Uber der Serienschaltung aus R und L

Vom Ohmschen Widerstand R aus gesehen liegen die Spannungen U_ und Ug in Reihe;
bei einer Reihenschaltung addieren sich die Spannungen:

(1) UR = UO —+ U|_
Beachte: U_ hat negatives Vorzeichen, falls wir Uy als positiv definieren.

(2) UO =R Io
B) Ur=R-I(1) (Ohmsches Gesetz)

(4) UL =Ujg=-L-1I'(D)

Beachte: - L - I'(t) < 0, denn I’'(t) > 0, da | nach dem Einschalten streng monoton wéchst
Setzen wir (2), (3) und (4) in (1) ein, folgt:
R-1() =R:-1p - L-1I'(D) = L-I'(t)=R-[lo - 1(D]

Die Funktion I(t) erfullt somit die Differentialgleichung

& ro=R/W- [l - (D]

mit der Anfangsbedingung

() 1(0) =0



Wir suchen eine Funktion I(t), welche die Anfangswertaufgabe (*), (**) lost. Es lal3t sich
beweisen, dal3 die Losung der Gleichungen (*), (*#*) eindeutig bestimmt ist; mit einer
(selbst durch Raten) gefundenen Ldsung ist damit klar, dal} es eine weitere Losung nicht
gibt.
Behauptung:
Die Funktion

t
I(t) = lo.(1-et))

erflllt die Gleichungen (*), (**) und ist nach dem Eindeutigkeitssatz die einzige Losung.

R
L

Beweis:
Al =1l.(1-e=1.(1-1)=0 (+*) ist erfiillt!
. -Rty, R .-Rt R Rt R -Rt
by I'(t) =lo-(1-el)' = Io-[—(—re ] = E-Ioe L :r-[loe L™ — 1o +lo]
R
=%[lo—(lo ~ lo.ethH] = %-[Io— 1] (+) ist erfallt!
Graph der Funktion I(t) firlp =5A, R=100Qund L = 10 H:
I(t)
7.0025
6.0021
Io
t
12 -0.1 0.6 0.7 Lok
Fig. 1
Wegen

Uina(t) = - L - I'(D)
erhalten wir fur den zeitlichen Verlauf der Induktionsspannung:
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Graph der Funktion U;,q(t) firlp =5A, R=100Qund L = 10 H, also Uy, = 500 V:
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Fig. 2
Zeitkonstante und Halbwertzeit einer LR-Serienschaltung
Definition: Unter der Halbwertzeit ty verstehen wir diejenige Zeitspanne seit dem Anle-
gen der Spannung Uy an die Serienschaltung von L und R, nach der der Ge-

samtstrom I(t) die Halfte seines Maximalwertes |y erreicht.

Gemal dieser Definition folgt

) =%-lo & o = lo.(1-et™)

-%%tH 1
= e 25
R
= —E-tH:Inl—InZ

L
o th=—-:In2
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Der Bruch L/R hat die Dimension einer Zeit (wird also in s gemessen) und heif3t Zeitkon-
stante 1 .

Es qilt far
- ein LR-Glied: 1t = L/R
- ein RC-Glied: Tt = R-C

siehe auch http://de.wikipedia.org/wiki/Zeitkonstante .

Halbwertzeit:
tpq = 1-1In2

FOor R =100 Qund L = 10 H folgt: Tt = 0,1s und ty = 0,1s - In2 = 0,07 s (vgl. Fig. 1).



Energie W, des Magnetfeldes einer vom Strom Io durchflossenen Induktivitat L

Vorbemerkung: Aus Leistung=Arbeit/Zeit bzw. P=W/t folgt: W=P-t, falls die Leistung
zeitlich konstant ist; insbesondere kénnen wir die Arbeit W (das Produkt P-tp), die in der
Zeitspanne [0; to] bei konstanter Leistung P verrichtet wird, als Flache des Rechtecks mit
der Lange t, und der Hohe P verstehen. Falls die Leistung als Funktion der Zeit wéhrend
der Zeitspanne [0; to] nicht konstant ist, teilen wir das Intervall [O; to] in n gleichlange
Teile der Lange At=(t; — 0)/n und nehmen Uber jedem dieser Teilintervalle der Lange At
die Leistung als konstant an, so dafd sich als Naherung der Funktion t—P(t) eine Treppen-
funktion ergibt, deren Graph mit der t-Achse eine aus n Teilrechtecken bestehende Trep-
penfigur einschlielt. Der Flacheninhalt der sich aus n Rechtecken der Breite At und mit
Inhalt A; = P(i-At)-At, O < i < n-1, zusammensetzenden Treppenfigur ist wohldefiniert, und
die Arbeit W, die im Zeitintervall [O; to] verrichtet wird, erhalten wir als Integral (hier:
Grenzwert der Untersumme):

n-1 to
W = lim Y P(i- At) At= j P(t)dt
n—9x>i:0 0
P(t) heil3t auch Momentanleistung zum Zeitpunkt t.

Wir leiten den Term fur W4 auf zwei Arten her, indem wir

(1) die beim Ladevorgang zugefihrte elektrische Energie,
(2) die beim Entladevorgang freigesetzte elektrische Energie

ermitteln; in beiden Fallen ergibt sich dasselbe Ergebnis.

zu (1):
Momentanleistung:

_ _ -Rt Rp 2 2Rt
P(t) = Uppa(t) - ling(t) = -Uo-et - (-lo-et ) =R-lo°-e"t
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Magnetische Energie:

) ) to . to oR ) L
Whag = IMW(to) = lim [P()dt =R -lo* - lim|e“tdt =R -lo* - lim| -— |e "t
g
to—>® to—w® > to—w® 2 to—w 2R 0
L ),. -2Rto L ), -2Rto 1
Winag = R - lo? [ = hm[eztt —eonR-Ioz- L Ilm[eth —1}:—-L-|02
2R ) to»» 2R ) to»x 2

zu (2):
Momentanleistung beim Entladevorgang, der zum Zeitpunkt t= 0 beginnt:
P(t) = Uing(t) - ling(t) = - L - ling (t) - ling(t) = 0, da ling(t) fallt und lig (t) folglich negativ ist.

Die im Intervall [0; to] verrichtete Arbeit Wp,5g berechnen wir als Integral:

W(to) = tfP(t)dt = - Ltf lina(t) - lina (t)dt = - - Ltjoz- lina(t) - lind (t)dt

Die Funktion lina®(t) ist nach der Kettenregel Stammfunktion zu 2 - lina(t) - lina (t) :

to
W(to)) =-1-L- |ind2(t)|0 = -1 -L - (line® (to)-lina*(0) )= — % - L - (line” (to)-10? )
Durch Grenziibergang t, — « erhalten wir

Winag = lim W(to)=~lim }-L - (Ve (to)-10* )=~ 1 - L - (t'oiﬂl‘o |ind2(to)—|02) =1.L.10

Bemerkenswert ist — dies gilt auch fur die Herleitung gemaf (1) — , dal wir den Funkti-
onsterm zu ljq(t) nicht kennen missen, um das Integral auszuwerten; vielmehr gentgt
die Anwendung der Kettenregel, nach der gilt:

[lind® (0] = 2 - lina(®) - lina (1)
Falls wir den Strom Iy mit I, oder | bezeichnen, erhalten wir

Winag =%2 L lgy> =%2-L . I?

als Energie des magnetischen Feldes B einer vom Strom I, = | durchflossenen Induktivi-
tat.

Ubungsaufgabe
Zeige:

Wiag = ¥2-H-B -V
mit V = A - | = Volumen der Spule.

Bemerkung: Unter der Energiedichte pmn.g des magnetischen Feldes versteht man den
Quotienten W57V, somit folgt:

Pmag = ¥2-H-B



