Uber die Eindeutigkeit der Lésung einer Differentialgleichung 2. Ordnung

Mechanische Schwingungen:

Die Funktion t — s(t), die jedem Zeitpunkt t die Elongation s(t) zuordnet, gehorcht
der gewo6hnlichen Differentialgleichung 2. Ordnung

D
s'(t) = —— - s(b) .
m

Als Ruckstellkonstante D erhalt man im Falle

des Feder-Schwere-Pendels die Federkonstante,

des mathematischen Pendels: D=m-g/l ,

der schwingenden U-Saule: D=.......

Die Existenz einer Losung ergibt sich aus dem Ansatz

s(t) = so-sinot mit ® = Y(D/m) und so=Amplitude;

die Eindeutigkeit der L6sung wird erzwungen, indem man die Elongation und die
Geschwindigkeit zum Zeitpunkt t=0 durch die Anfangsbedingungen

s(0) = sg
s’'(0) = v(0) = vq

vorgibt.
Wir beweisen folgenden

Satz:

Gegeben sei das Gleichungssystem (1), (2), (3)
@) @) =-k - f(t); k=-D/m

2 f@O)=a

(3 f(0) =0

Dann ist die Losung f(t), die die Bedingungen (1), (2), (3) erfullt, eindeutig
bestimmt.



Beweisschritte:

Nimm an, es gebe zwei Lésungen f(t) und g(t) von (1), (2), (3); d. h. also, es gilt:
f’=-k-f; k=-D/m
f(0) =a
f(0)=0

sowie

g’=-k-g; k=-D/m

g'(0) =a
g(0) =0
1.Schritt

Beweise, daf} fur jede Lésung f von (1), (2), (3) gilt:
(k- + %) =2a

2.Schritt
Beweise, daf? fur den Fall, dal® f, g Losungen von (1), (2), (3) sind, folgt:

| k-f-g+g-f=a’
Ii f.gg—f.g=0

3.Schritt

Multipliziere die Gleichung I mit f, die Gleichung Il mit f. Subtrahiere dann
2:11-f7 von 2:1-f und zeige so, daR gilt:

g-(k P+ =2a>f.

4. Schritt:

mit dem 1. Schritt folgt die Behauptung.



